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Resumen

Este manuscrito explora la evolucion histérica del concepto de splines y su consolidacion como
herramienta fundamental en el disefio geométrico asistido por computadora. Se destacan los aportes
de Schoenberg, Bézier, de Casteljau y, en particular, de Carl de Boor, cuyo algoritmo otorgé estabilidad
numeérica y eficiencia al uso de B-splines. Asimismo, se examina la conjetura de de Boor sobre el
numero de condicion, aun no resuelta en su formulacion general, lo que revela que incluso las
herramientas matematicas mas consolidadas siguen planteando interrogantes abiertos a la
investigacion.
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The Historical Evolution of Splines.
De Boor's Conjecture.

Abstract

This manuscript explores the historical evolution of splines and their consolidation as a fundamental tool
in computer-aided geometric design. It highlights the contributions of Schoenberg, Bézier, de Casteljau,
and patrticularly Carl de Boor, whose algorithm ensured numerical stability and efficiency in working with
B-splines. The manuscript also examines de Boor's conjecture regarding the condition number, which
remains unresolved in its general formulation, demonstrating that even well-established mathematical
tools continue to pose open questions for research.
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Introduccion espectadores un ejemplo sorprendente de la
matematica en accion. El motor que impulsan
los sofisticados graficos por computadora,
permitiendo la representacién y manipulacion
de formas fluidas y complejas, se llaman B-
splines. Sin embargo, su impacto va mucho
mas alla de los efectos especiales. Las B-
splines han impulsado una transformacion mas
lenta pero econémicamente crucial, llevando el

En estos tiempos de auge de la Inteligencia
Artificial (IA), seguro recordaremos como
Skynet, la A consciente de |la saga Terminator
envia a un adversario para Arnold
Schwarzenegger que adopta  diversas
transformaciones de formas brindando a los
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disefio geométrico de la era de los modelos de
arcila y las mediciones manuales a la
computacién de alto rendimiento y las
representaciones tridimensionales en
computadoras de escritorio.

Siempre que las curvas y superficies de forma
libre se representan matematicamente, como
en el disefio, el analisis y la fabricacion asistidos
por computadora, las B-splines son la clave
para una implementacion eficiente. Los
primeros intentos de digitalizar curvas y
superficies partieron de la interpolacion
polinémica, que rapidamente mostré
limitaciones debido al fendmeno de Runge.
Frente a ello, Paul de Casteljau en Citroén y
Pierre Bézier en Renault desarrollaron
algoritmos que, a partir de puntos de control,
permitian representar curvas de forma libre de
manera intuitiva y precisa (Farin, 2002). Sus
métodos marcaron el inicio del disefio asistido
por computadora.

La relevancia de las B-splines en industrias
como la aeronautica y la automotriz, donde la
forma es un factor esencial, es tan grande que
se las ha comparado con el motor de
combustion en la historia del automdévil. Su
papel resulta indispensable como fuerza
impulsora que permite a estas industrias
disefiar geometrias complejas con una
precisién sin precedentes.

Evolucion histoérica de las splines

El concepto de spline tiene sus raices a
principios del siglo XX. Los ingenieros navales
y aeronauticos utilizaban una herramienta
llamada spline, que era una regla flexible de
madera o metal. Esta herramienta se fijaba en
puntos especificos (nodos) en un tablero de
dibujo para crear curvas suaves que
representaban los contornos de los cascos de
los barcos o las alas de los aviones. Los pesos
de plomo o hierro llamados ducks mantenian la
regla en su lugar (Fig.1). Esta técnica era una
solucion practica para un problema complejo: la
interpolacién de una serie de puntos para
obtener una curva que fuera lo mas suave
posible.

La formalizacion matematica de este concepto
practico se inicié en la década de 1940. Isaac
Schoenberg, un matematico de origen rumano-
estadounidense, fue el primero en acufar el
término B-spline (abreviatura de basis spline)
para referirse a una familia particular de splines
que servian como funciones de base. Su

trabajo sentdé los cimientos tedricos de la
interpolacion y aproximacion con splines,
(Schoenberg,1946). Demostré que cualquier
spline podia ser representada como una
combinacion lineal de estas funciones de base,
una propiedad que resultaria fundamental para
Su uso practico.
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Figura.1:- Pesas de metal, conocidas como patos
(Ducks). https://alatown.com/wp-
content/uploads/2000/0103-spline-585x389.jpg

La contribucién de Schoenberg fue significativa,
pero su trabajo se enfocd especificamente en
aspectos tedricos. Construyd sus B-splines
formando diferencias divididas (cocientes de
diferencias de orden progresivamente superior)
de funciones de potencia truncada.
Desafortunadamente, el proceso de diferencias
divididas que las define es un proceso
numeéricamente inestable. Nadie usaba B-
splines antes de 1971 porque los calculos que
las involucraban solian ser tareas tediosas que
los especialistas evitaban en lo posible.

La adopcion generalizada de los splines en la
industria del disefio geométrico no seria posible
sin las contribuciones practicas y algoritmicas
de otros matematicos e ingenieros. Aqui es
donde Carl de Boor entraria en escena,
inspirado en las ideas surgidas en los
laboratorios de la industria automotriz de la
mano de Paul de Faget de Casteljau (Citréen) y
de Pierre Bézier (Renault), Fig. 2.

La contribucidn clave de Carl de Boor

En 1959, la compania americana General
Motors habia adquirido una serie de fresadoras
de control numérico, pero carecia de un
lenguaje matematico adecuado para el ingreso
de datos dentro de las maquinas que
generaban las complejas partes de sus
vehiculos, en especial de aquellos que
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contaban con aletas traseras. Esto obligaba a
que las partes fueran divididas mediante un
sistema tedioso e impreciso que ocasionaba
continuas pérdidas de tiempo y errores
frecuentes.

Figura. 2: Linea Citréen DS, primera en incorporar
el disefio asistido por computadora (CAD)
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Citroen_ds

1.jpg

Un afio después, el matematico
estadounidense Carl de Boor comenzd a
trabajar para los laboratorios de la compania
General Motors donde ya se utilizaban splines
en el disefio automotriz y junto con otros
matematicos notables, como Garrett Birkhoff y
John Rice, de Boor emprendié un ambicioso
programa para desarrollar una base
matematica para las funciones splines que
fuera compatible con la computacion. La piedra
angular de este desarrollo serian las B-splines.
Tanto de Boor como L. Mansfield y M. Cox
descubrieron, de manera independiente, un
método recursivo para evaluar splines a través
de las B-splines como afirma Farin (2002).

Carl de Boor, tomé las B-splines y las convirtio
en una herramienta numérica practica y
eficiente. Su enfoque se centrd en el desarrollo
de un algoritmo para la evaluacion vy
representacion de B-splines (de Boor, 1972).
Este algoritmo, conocido como el Algoritmo de
de Boor, era numéricamente estable, que
significa que es menos propenso a errores de
redondeo que otros métodos, mucho mas
rapido que los enfoques existentes y en
definitiva computacionalmente superior.

Una de las principales ventajas de las B-
splines, destacada por de Boor, es la propiedad

de soporte local. Esto significa que, al cambiar
algun punto de control sobre los que estan
definidas, solo se afecta la porcion adyacente
de la curva, no su totalidad. Esta propiedad es
crucial para el disefio, ya que permite realizar
modificaciones locales sin alterar el resto de la
geometria. Esta caracteristica no estaba
presente en otros métodos como la
interpolacién polinomial de Lagrange, donde
cada cambio en un punto de control afectaba
toda la curva, lo que la hacia inestable y dificil
de manejar.

“Por supuesto, Schoenberg creé las B-splines.
Las cosas que yo consideraba valiosas en ellas
no se comprendieron claramente al principio.
Pero ahora se ven como algo obvio, y me
complace haber contribuido a que eso
ocurriera”, Carl de Boor.

Otro aspecto crucial del trabajo de de Boor fue
su capacidad para integrar las B-splines con
otras técnicas. En su obra A Practical Guide to
Splines (de Boor, 1978), considerada como la
biblia de las Splines, y que fue escrita con la
intencion de posicionar a las B-splines como un
objeto de una denotada familiaridad. De Boor,
ademas demostré técnicas robustas para
convertir representaciones polinomiales a
trozos a representacion por B-splines. Esto fue
un avance significativo porque permitid que
incluso las técnicas de representacion
geométrica que no se habian formulado con
splines pudieran tener a las B-splines como su
base computacional. En la practica, esto
significdé que los disefiadores podian seguir
utilizando las herramientas que conocian,
mientras que el motor del software se ejecutara
en la base de B-splines de de Boor.
“Registraremos varias propiedades de la B-
spline, con la esperanza de convertirla en un
objeto tan familiar y real para el lector como, por
ejemplo, la funcién seno”, Carl de Boor.

La Conjetura de de Boor

En 1976, Carl de Boor introdujo formalmente el
concepto del niumero de condiciodn de las bases
de B-splines por medio de funcionales lineales
(de Boor, 1975). Lo que buscaba entender era
la sensibilidad de las B-splines frente a
pequefias variaciones en los coeficientes de
sus combinaciones lineales. Dicha sensibilidad
se cuantifica a través del nimero de condicién
k, donde el subindice p indica la relacion
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directa con el grado polinomial de las B-splines.
Cuanto mas grande sea este numero, peor sera
el comportamiento de la base en términos de
estabilidad numérica. Su conjetura sefialaba
que este numero crecia de manera exponencial
de acuerdo al grado polinomial. Es decir que,
K, ~ 2P )
y que las configuraciones sin nodos interiores,
representaban el peor caso en términos de
estabilidad numérica.
Durante los afios noventa esta visibn comenzo
a ponerse en duda. En 1990, el propio de Boor
demostrdé que para el caso cubico y cuartico
ciertas configuraciones con un Unico nodo
interior producian un numero de condicion
incluso mayor que las configuraciones sin
nodos interiores, cuestionando la validez de su
conjetura inicial. Poco después, Scherer y
Shadrin confirmaron que si bien el crecimiento
exponencial de k, era correcto, debia
matizarse con factores adicionales (Scherer y
Shadrin, 1999), mostrando que los limites
adecuados estaban dados por:

(1 - %) 2P73/2 <k, < p(2P — 1) (2)

Estos resultados marcaron un punto de
inflexion al demostrar que la ubicacién de los
nodos es determinante para la estabilidad y que
el peor escenario no siempre coincide con el
que se habia conjeturado.

Méas recientemente, Lyche, Morken y Reif
calcularon con precision los valores de k, para
grados polinomiales pequefios, revelando la
gran complejidad algebraica del problema. Para
el caso cubico el numero de condiciéon en norma
infinito resulta ser la raiz de un polinomio de
grado ocho, y para el caso cuartico, la raiz de
un polinomio de grado diecinueve (Lyche. et al.,
2023). De este modo se concluyd que, aunque
para valores pequefios de p, los k,son
accesibles, no existe una expresion que
permita describir el comportamiento del nUmero
de condiciéon de manera general.

Entonces, ¢por qué seguimos usando B-
Splines? La respuesta es simple: porque las
ventajas siguen superando a los problemas
numéricos. De hecho, las B-splines son la base
del estandar NURBS (Non-Uniform Rational B-
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Splines), usado en disefio asistido por
computadora y animacion.

Conclusiones y perspectivas

El trabajo de de Boor tuvo un impacto
transformador en la industria. La robustez y
eficiencia de las B-splines, combinadas con las
propiedades intuitivas para el disefiador, las
convirtieron en el estandar de facto para la
representacion de formas complejas. En la
industria automotriz, las B-splines hicieron
posible el modelado digital de carrocerias con
una precision que antes era inalcanzable (de
Boor, 2010). Esto no solo aceler6 el ciclo de
disefo, sino que también mejoré la calidad y la
aerodinamica de los vehiculos. En la industria
aeroespacial, las B-splines se utilizaron para
disefiar las superficies de las alas y los
fuselajes, permitiendo simulaciones mas
precisas y una fabricacion mas eficiente.

El Algoritmo de Oslo, desarrollado en 1979 por
Elaine Cohen, Tom Lyche y Richard Riesenfeld,
en Cohen et al. (1980), marcé un punto de
inflexion en el tratamiento computacional de las
B-splines con nodos no uniformes. Extendio el
trabajo iniciado por de Boor al proporcionar una
técnica estable y general para insertar nodos de
manera arbitraria en B-splines no uniformes.
Mientras que el algoriimo de de Boor
aseguraba la evaluacién recursiva eficiente y
numéricamente estable de las B-splines, el de
Oslo permitid6 su refinamiento localizado sin
necesidad de subdividir toda la curva. Esta
complementariedad consolidé a las B-splines
como herramienta flexible y robusta en disefio
geomeétrico y aproximacion numeérica.

El recorrido historico de las splines muestra un
entramado de aportes sucesivos que fueron
ampliando sus posibilidades: desde los parches
de Coons, que se convirtieron en un método
clave para construir superficies
computacionalmente mediante piezas o
parches, hasta la formulacion de las Non
Uniform Rational B-Splines (NURBS) por Ken
Versprille en su tesis doctoral de 1975.
Desarrollos paralelos se llevaron adelante en la
Universidad de Utah, en Boeing y la industria
del software de  simulacion. Estas
generalizaciones se implementaron al disefio
asistido por computadora y otorgaron una
flexibilidad sin precedentes, consolidando a las
B-splines como nucleo de la geometria
computacional moderna. Sin embargo, pese a
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este notable desarrollo y a la potencia de sus mas consolidadas  siguen ofreciendo
aplicaciones, la conjetura de de Boor sobre la interrogantes que guian la investigacion
estabilidad numérica permanece abierta, matematica actual.

recordandonos que incluso las herramientas
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